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Es werden die Approximationsformelu fiir den Fall yon drei Atomen in quadz'atischer 
N~herung angegeben und diskutiert. Im einzelnen wird der Berechnungsweg der Koeffizienten 
aufgezeigt. Naehdem die in diesem Zusammenhang notwendigen Teilsysteme an einigen Bei- 
spielen erl~utert werden (H2, H +, He +, Hett+), wobei versehiedene Approximationss~ufen 
Verwertung finden, werden vorerst grobe NEherungen ffir die EnergiehyperflEchen dcr Systeme 
H + und He, g-I, H in linearer Approximation angcgebcn. In  Anbetracht der primitiven N~he- 
rung ist die Giite der Approximation zufriedenstellend. 

For threeatomic systems the quadratic approximation formulas are discussed. A method 
for estimating the coefficients is pointed out. Rough linear approximations for the energy 
hypersurfaccs of the systems H + and He, I-I, t t  are given. In this connection the necessary 
partial systems (H 2, I-I +, He +, Hell  +) are investigated, using approximations of different 
degree. Taking into account the simple form of approximation the results are good. 

Etablissement et discussion des formules d'approximation dans le cas de trois atomes s 
l'approximation quadratiquc. La mani~re de calculer les coefficients est indiqu6e. Apr~s avoir 

titre d'exemples calcul6 dans ce contexte quelques syst6mes partiels n6cessaires (H2, H +, 
I-Ie +, He I-I+), ce qui permct de trouver la validit6 de diff~rentes approximations, nous don- 
nerous les hypersurgaces d'6nergie des syst~mes H + et He, H, t t  dans une approximation 
lin6aire. Quoique l'approximation soit primitive ellc cst satisfaisante. 

1. Die Ausgangsgleiehungen 

Der Ansa~z fiir die Energiehyperfl~chen yon Systemen beliebiger Atom- 
anzahlen, den wir im Tell I I  [1] dieser Arbeit in G1. (9) angegeben haben, nimmt 
ffir drei Atome (N -- 3) die folgende Form an 

Z~Zb Z=Zo Z~Zc = E +  W (1) 

wobei 

29* 

M~ M2 ~I3 

E---- k=o l=o ~=o M1 M~ M~ ; (~000 = 1). (~a) 

k=0 /=0 m=0 
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I n  der Bezeiehnungsweise des Teils I I  ist 
~Z 

Rab = R1 

Rac = R~ 

Rbc = Ra c Rz b 

(~b) 

dementsprechend sind die M~(~ = i,2,3) zu vers~ehen. Diese k6nnen an sieh 
beliebig gew~hlt sein. I n  der Regel wird m~n 

M1 = M2 = M3 = M (2) 

setzen, wenn kein B i n d u n g s a b s ~ n d  bevorzugt  werden soll. Wir  wollen hier zur  
Diskussion M = 2 setzen und  haben  dami t  53 Paramete r  in (la) frei, die wir durch 
Forderungen an E und  8 bes t immen k6nnen. Dies diirfte fiir prakt isch Mle F~lle 
ausreichen, doch s  sich die mathemat i sehen  Probleme nieht, wenn M 
gr61~er wird, oder die MI  verschieden sind. Naeh  Tefl I [2] exis~ieren fiir ~V = 3 
ffinf Atomassoziat ionen [K] 

[abe], [a I b I c] (3a) 

[a I bc], [c lab], [b l a t ] ,  (35) 

deren d~zugehSrige Energien wir mit  ~(K) bezeichneten. Wie m~n leicht sieht, 
liefer~ der ]~berg~ng zu den ersten bei4en Atomassoziat ionen,  die dem vereinigten 
A t o m  und den getrennten Atomen  entsprechen naeh (ta) mit  (2) die Zusammen-  
h~nge 

~ooo = #(abe) �9 a2~ _ ~(a[ b] c) (4) 
222 

Bezfiglieh der Assoziationen [~l#v] in (3b) k6nnen wir unterseheiden, ob wir zu- 
erst ~ gegen unend]ieh gehen, oder zuers~ die beiden Atome ~u un4  v zusammen-  
fullen lassen. I n  je4em Falle geh~ (la) mi t  (2) in eine F o r m  fiir N = 2 mi~ anderen 
l~arameter fiber. Wir  wollen die seehs M6gliehkeiten angeben:  

a~ o + a~2 ~ R~ + ~%2 B~ Z~ Zo 
# (Rbc)  = -, R~ + a222 R~ ~ ' , , 2 + " a - ~  (5~) 

~220 + (X221 

o~(Rac ) .~ a2o~ + a ~  R~ + ~222 R~ + Z~..~Z~ 
' ' ' RL ~ o o ; b  

(55) 
~2t~2 + 0r J~ae + ~222 

Z~ Z~ # ( R ~ )  = ~o~ + ~ ,  R~0 + ~2~- ~ o  + " c - ~  (5e) 
0r + 0r J~ab + ~222 Rab 

E ( R ~ c )  = aooo + (~,o~o + ~,ool) ~ + (~o~o + ~o~  + ~176 RL + ( % ~  + ~,o~) R~o + ~,o~2 ~o 
t l ! t t i �9 t ~c  

I + (~olo + ~oo~) i%o + (~o~o + ~on + ~oo~) i~L + (~o~ + ~o12) RL + ~o~ 
Rab ~ 0 (5d) 

E ( 2 ~ )  = ~ooo + (O,o~o + ~'~oo) Roo + (~'~o + ~'~oo + O'o2o) RL + (o'21o + a~o) ~ L  + ~ o  ~o  
t r t ! t l 3 l 4 

I + (~1o + ~1o0) R~o + (~no + ~0o + a02o) R~o + (a21 o + al~) R~c + a2~ 0/~a~ 
Rbc -~ 0 (5e) 

; t ,' I 2 I ; ~ l 4~ 
1 + (a~o 1 + O~oo) Bah § (alo 1 + ~oo + aoo2) R~b + (%ol + alo2)/~ + a2o2 R~b 

Rac ~ 0 . (5f) 



Energiehyperfliichen mehr~tomiger Systeme. III 415 

Dabei ist zu beachten, da[3 bei drei Atomen t ,  #, v i m  ~bergang B~z -~ 0 die 
beiden Abst/~nde R~ und Rz~ gleich werden. Die Elektronenenergien nach (5d) bis 
(5f) entsprechen den Systemen 

c--(ab); a--(bc); b- - (ac) .  (6) 

Dagegen liegen in (5a) bis (5c) die zweiatomigen Systeme 

b--c; a---v; a - -b  (7) 

vor, wobei wir in (6) und (7) nicht anzunehmen brauchen, da[3 es sieh um Mo]ekfile 
handelt. 

Wir haben uns also nur teilweise den Atomassoziationen in (3b) geni~hert. Der 
vollst~ndige Ubergang ist in (5a) bis (5e) dadurch zu vollziehen, indem die fibrig- 
bleibenden Kernabst/inde in den jeweiligen Darstellungen nach Null gehen. In 
(5d) bis (5f) mfissen die Kernabsti~nde unendiieh gro/] werden. 

Bezeichnen wit die N/~herung (ia) ffir die Gesamtenergie als eine {3 ] M~M2M~}- 
Approximation (allgemein {N [ M1.. .MF}), so haben wir oben das E r g e b n i s  er- 
halten, dal~ sieh aus {3 1222} die Darstellungen {212} und {2 14} ergeben, wenn 
entweder durch Entfernen eines Atoms, oder durch Vereinigen yon zwei Atomen 
zu einem System yon zwei Atomen fibergegengen wird. 

Das hier zu demonstrierende Verfahren besteht darin, die Behandiung eines 
Systems yon drei Atomen a, b undc  auf die sehon durchgefiihrten Berechnungen 
yon zweiatomigen Systemen zurfiekzuffihren. Entspreehend ist dann ffir N > 3 
zu verfahren, wobei dureh die teilweisen Uberg/~nge zu den Atomassozia~ionen 
die dadurch entstehenden kleineren Gebilde dureh N/iherungen besehrieben werden 
k5nnen, deren Maximalwerte M~ grSf~er sind, als in der Darstellung des Ausgangs- 
systems, welches dem wirklich vorliegenden entsprieht. Diesem Ansteigen der 
Parameter bei den ~berg/~ngen Rx~ ~ 0 kann allerdings notfalls entgegengetreten 
werden, indem einige dieser Parameter Null gesetzt werden. Auch hier in unserem 
Beispiel werden wir einige der a und ~' in (ia) Null setzen. Sollen mehr Informa- 
tionen fiber ein System zur Justierung der Parameter verwendet werden, so kann 
dieses 5Tullsetzen jederzeit rfiekg/s gemaeht werden. An Parametern, die be- 
stimmte Forderungen an E oder e r erffillen sollen, wird nach Fixierung der Mj wohl 
hie Mangel sein, in ]edem Falle sind die Bedingungsglei~hungeu /i~r die a und o~' 
linear, worin wir den besonderen Vorteil des Ansatzes ( la  ) und seiner Verallgemeiue- 
rung im Tell I I  sehen. 

Wir nehmen also an, dab die Darstellungen fiir N = 2 sehon behandelt sin& 
Fiir die Beziehungen (5a) bis (5f) setzen wir 

#(Rbc) = #(a l bc) + a 1 R~ + a~ #(a [ b ] c) R~ + __ZbZc (Sa) 
I + a'~ Rbo + a~. R~o Rbo 

~(b I ~ )  + b~ R~o + b~ r [ b I c ) / ~  Z~ Zo 
+ - -  (Sb) 

#(c lab) + c I ~ab + C' 2 ~ ( g  l b l r Jt~2b Za Zb 
+ - -  (Sc) 

I + c'~ R~b + ca R.2o R~b 
# ( R ~ b )  = 

#(Rbc) : #(abv) + u~ Rbe + u~ 1~ + u 2 J~e + ~a 5~( c I ab) R~ -}- (Za + Zb) Z~ (Sd) 
! ! 3 + u' 1 R~o + % It~e + % R~c + u 4 R~c Rb~ 
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~ ( R a c )  = # (abc )+  v 1 R~,~ + v 2 R ~  + v 3 R ~  + v 4 8 (a  [ bc) R ~  + (Z~ + Z~) Z~ (8e)  
t t 2 t ~ 4 

+ v 1 . R a t  + v 2 Rac + v a R~t c + v 4 Rao Rac 

# ( R a b )  = #(abe) + w~ Bah + w 2 R~b + W a R~, + w~ #(b I ac) R~, + (Za + Zc) Zb ( 8 f )  

Neben der Beziehung (4), die erfiillt ist, haben wit weiter die folgenden Zusammen- 
h/~nge 

a~.2o, _ # ( a  ]bc)', a~o~, -- #(b  l ac); ~o~, - # (c  I ab) (9) 
~r 0('202 0~022 

zwisehen 0/und c~' und den Energien g ( K ) .  Im Einklang mit  (8a) bis (8c) setzen 
wir darfiber hinaus 

' ' ' 1 (9a) 0/220 = 0/302 ~ 0/022 ~ �9 

U m  (8d) bis (8f) mit (5d) bis (5f) in 13bereinstimmung zu bringen, mfissen Mr 
daher noch sehreiben 

r t ? 
~X023 = U 4 = 1 ;  0/220 = V4 = t ;  0/202 = W4 = I ( 1 0 )  

~X020 -~  

~2oo + 

~o2o + 

s o m e  weiter 
I 

$6010 + gO01 = U l  0/010 + 
r 

0/OOl + 0/loo = Vl 0/OOl + 
! t 

0/010 -~  0/100 = W l  ~X010 ~-  0/100 

t t 
0/003 + ~Ol l  = ~2  ~o2o + 0/002 

t ! 
0/002 -'~ ~XlO1 = V2 0/200 -~- ~002 

I 
0/300 + 0/110 = W2 ~020 + 

! 
0/031 + 0/012 = ~ 3  ~021 + 

t 
0r + 0~102 : V 3 ~X201 + 

t 
0/210 @ 0~120 = W3 0/21o -~- 

5 ; 0 1  = ~1  

0/;00 = V 1 

= W 1 

+ ~oll  = u ;  

+ ~1ol = v'2 

~'2oo + 0/11o = w'2 

0i;12 = U 8 

0~;02 = V 8 

0~t120 = W 3 �9 

( l l a )  

( l i b )  

( l i e )  

Ferner liefel~ der Vergleich yon (5a) bis (5c) mit  (8a) bis (8c) die Gleichungen 

0r = a l  0/219. = bl  ~x122 = C 1 ( t 2 a )  
[ ! ! ! 

0~221 = a ~  0/212 = b l  0/122 = (31 

u n d  
! 

a 3 = b~. = c3 = 0/232 �9 ( i2b) 

2. Die Aufliisungen 

I n  d e n  GI. ( l l a )  bis ( l i e )  liegen mehr unbekannte 0 / u n d  c,' vor,  als bekannte 
t t i 

Gr58en u 1, u 2 . . . . .  w~. Da wir immer noeh 0/311, ~311, 0/121, 0/131, c~113 und c~113 sowie 
c~111 u n d  0/~11 frei haben, die wit  noch dutch andere Bedingungen festlegen kSnnen, 
dfi r fen wi t  einige der 0 / u n d  0/' i n  ( t t a )  bis ( l i e )  gMch Null  setzen, u m  zu  eindeutigen 
LSsungen zu gelangen. Wir t u n  dies, i n d e m  wi t  setzen 

! ! f 
~2ol = 0/2ol = 0; 0/o21 = 0/o21 = 0; C%2o = ~o~o = 0 (13) 

! ! ! 
0/21o = ~21o = O; 0r = 0/200 = O; 0/003 = 0/002 = 0 .  

Z u r  weiteren Vereinfaehung sehreiben wir noeh 

0/~22 = I .  (12c) 
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Wir  wollen aber dabei nochmals betonen, dab wit auf  diese Weise durch (13) 
und (12c) auf  t3 ForderungsmSgliehkeiten an # oder E verziehte~ haben, die wit 
gegebenenfalls aber, wenn der Verlauf tier Energie ffir sehr kleine und groSe 
Kernabst/~nde bekannt  sein sollte, mit  Hilfe der G1. (26, 30) im Tell I I  wieder 
heranziehen k6nnen. Vorerst aber benutzen wir (i3) und (12e) und erhalten, wenn 
wit alle bisher gewonnenen Beziehungen zusammenfassen, dig folgende Tab. I der 

und a ' :  

Tabelle I 

I 
k l m ~ tm ~ m  

0 0 0 #(abc) 1 
1 0 o ~ ( - ~ l + v l + w l )  � 8 9  
o I o ~( u,-v~+~,) 1( ~-v~+~o~) 
0 0 ~ 1 ( Ul + Vl -- Wl) ~ ( ~'1 + Vl -- W;) 
1 t 0 w~ w~ 
1 0 1 v~ v~ 

2 0 1 0 0 
2 I 0 0 0 
0 1 2 % u~ 
1 0 2 v a v~ 

1 2 0 w a w a 
0 2 t 0 0 
2 2 1 a, a~ 
2 1 2 b, b~ 
t 2 2 c, c~ 
2 0 0 0 0 
0 2 0 0 0 
0 0 2 0 0 
2 2 2 ~(a tb lc )  
2 2 o #(al  be) l 
2 0 2 #(b ] ac) 1 
0 2 2 #(c tab ) t 

Often bleiben noch die ~ und ~', die wir am Anfang dieses Absehnit ts  erw~hn- 
ten. Es sind acht  Parameter ,  die noch frei sind. Liegt eia stabiles Molekfil vor, so 
t re ten noch vier weitere Forderungen auf, die verlangen, dab das Molekfil ffir eine 
best immte Kernkonstcl la t ion R~b ) , *~bc~(~ und  -~ac~(~ (abgekfirzt mit  ~(0)) eine tiefs~e 
Energie B + # (a ] b [ c) ann immt  [man vg]. (II ,  10a)]. Wir  haben  also noch die 

8#  8 #  

OR~ ~(o) = 0  # ( ~ ( ~  ) 

Forderungen 

(~4) 

und k6nnen yon  den fibrigen 8 cr und  cr vier Null setzen. Wir  tun  das 
au f  folgende Weise : 
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Tabelle 2 

! k l m a ~  

2 t 1 0 
1 1 2 0 
1 2 1 0 
t 1 1 0 

und  h a b e n  j e t z t  o/211, ~112, c/121 und  o~ m frei, die nach  (14) b e s t i m m t  werden  mils- 
sen, werm ein Molekiil  der  S t r u k t u r  

g ~(0) 

R!~\ ~, (15) 

C 

vorl iegt .  Die G1. (14) ffihren zu 

2 : 2 1 1  "~ :121 ~- :112 + :::: ~ A 

:2:: + 2::2: § :::2 + :1:: : B (16) 

:2:1 § ::21 + 2:::2 § : m  ~ C 

: 2 : 1 §  : : 2 : +  : n 2 + : : : : - -  U ,  

wobei  M r  die Abk i l r zungen  

:kzm = Ccklm R(a~ )~ R(a~ )z ~(o)m. - '  ' t?(o)~ R~)Z ~(o)~ (17) J-'~bc , (Xklm = OCklm ~ a b  -r 

eingeffihr~ haben.  Aus  (16) e rgeben sich die Auf l5sungen  M c h t  in der  F o r m  

:211 = A --  U; ::1: = 4 U  - (A § B + C) 

:121 = B -  U; (~8) 

:::2 = C -  U. 

Die Tab.  2 is t  dahe r  im Bindungsfa l le  zu erwei tern  wie in Tab.  3 angegeben:  

Tabelle 3 

k 1 m a~m 

A - U  
2 t t 

ab 

B - U  
1 2 i 

C - U  
1 1 2 R(O) /~(o) n(o)z 

ac ~'br 

4 U - ( A  + B + C )  
i l 1 /~(o) ~(o) /~(bo) 

ab ~ a c  
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Die Gr6gen A, B, C und U ergeben sieh allgemein zu 

t ! ! - -  -- a~zm § Eo k ~xkl m -- ~ ~ ~ k%l,~ (19a) 
R(~ ) k l m k l m k l m 

"~"~' ~" l -  (195) - -  ak~ ~ + E o ~ 1%z~  - -  Z 2,  Z a~:~ 
B R~) k z m k ~ m ~ I m 

Zb Z~ 2 - ,  - '  ~ ' ~ ' ~ ' m ~  (t9c) e - ~ i ~  Z ~kz~ + Eo m ~kl~ --  ~ ~ ~= klm 
k l ,m k l m k 1 m 

2 2 2 2 2 2 

u =EoE E E ~ ; ~ -  E ' E ' E ' ~  �9 (~a) 
k 1 m k l m 

wobei die Striche an den Summenzeichen darauf hinweisen, dab die ~1~, ~ ,  
~1~ und a m  nicht in der Summo auftroten. Die Werte der ancleren a-~ m u n d  

K~,~m werden den Tab. t un4 2 entnommen. Es ist nach (1) und (f4) 

E~ = E(iR<~ = o~(~<~ - W(~<~ = B § #(a [b l e) - W(~(~ (20) 

Eine tterleitung der Gleichungen ffir beliebige M / i n  (ta) l/~Bt sieh leicht durch- 
ffihren. In  diesem Falle t reten dann auch andere Darsteilungen in (5) [bzw. (8)] 
und (9) auf. Entsprechend sind dann (t0) his (19) zu erweitern. 

Sollte noeh ein zweites Minimum der Energie vorliegen, so sind die ~<' der 
Tab. 2 heranzuziehen. Anstelle yon (t6) treten dann acht lineare Gleichungen in 
den ~ und c<' auf. 

Liegt dagegen fiberhaulot kein Mi~fimum der Energie ffir endliche Kern- 
abst/inde vor, wie es bei den Reaktionen 

a + b e ~ - - a b  + c 

c + a b ~ - a c  + b (21) 

b + a c < ~ - b c  + a  

der Fall sein kann, so kSnnen auch die den a '  in Tab. 2 entsprechenden c~ Null 
gesetzt werden, wenn man nieht andere Forderungen (kleine oder groBe R~z) 
finden kann. Tab. 3 geht dann fiber in: 

Tabelle 4 

2 1 1 0 
1 2 1 0 

1 1 2 0 

1 1 1 0 

3. Die Darstellungen {2 I 2} und {2 14} 

Wit wollen jetzt die Approximation (8) n/~her betraehten. Dazu gehen wit yon 
den Mlgemeinen Darstellungen aus 

O(R) E(0) + zl R + ~ (~)  =~ Z~Z~ 
-- t + ~ t t + R ~  + R (22) 

(R~,  = R)  
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E(O) + ~ P + us t t  ~ + u3 R 3 + 6(0o) R~ Z~Z~ 
' R ~ + R~ § - -  ( 2 3 )  # ( R ) =  I + z ' I R + ~ R  2+u~ R ' 

wobei in den {2 I 2}-Darstellungen in (8a) bis (8c) fiir ~I entweder aj, bj oder cj zu 
setzen ist. Ffir die {2 I 4)-Approximation gilt ~ gleich uj, v~ oder wj. Die Energien 
der Atomassoziationen in (8) werden hier durch E(0) oder #(c~) ersetzt. SchlieB- 
lich stellt R den ]eweiligen Kernabstand dar; der Gleichgewichtsabst~nd sei R 0. 

Liegt ein~ Bindung vor, so kSnnen die ~1 und ~1 in (22) so bestimmt werden, 
dab gilt 

Wir erhalten darius 

~(o) 
nl = EoRo 

Ro 

! 

mit 

E o = #(Ro) 

#(R0) = B + # ( ~ ) .  (24) 

E(c~)  R o BE~ R~~ -~ E~176 - E(0)) (25a) 
z~z,,  z~z# 

l B . ~  Eo - E(O) 
+ (25b) 

Ro z~z,, z~ z .  

Z~Zt' -- B + oz(c~) _ Z ~ Z ~ .  (26) 
Ro Ro 

Abb. i gibt die Verhi~ltnisse graphisch wieder : 

ffnerff/e 
Abb. 1 

S~ol]en sich die beiden Atome ffir alle Kernabst~nde ab, so k6nnte z. B. ~1 so 
bestimmt werden, dab die Elektronenenergie E ffir kleine R mit 4er richtigen 
Potenz anf/~ngt, denn es gilt 

Mit 

folgt aus (22) 

E(R)  = E(O) + E~R~ + E3R 8 + . . .  (R < l ) .  (27) 

~E I = 0 (2S) 
aR [ R=o 

z l  = z'l E ( 0 ) ,  

so dab (22) jetzt die Form annimmt 

#(R) E(0) {1 + n ~'1) + 6 (~)  R~ 
I + ~I R + R 2 

(2sa) 

+ Z~ Zr~ (29) 
R 
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Bei bekanntem E~ in (27) 1/~Bt sieh allerdings ~'1 nich~ mehr  festlegen, dean  man  
erh/ilt mi t  (28a) 

1 0 '~  = #(oc)  -- E(0) > 0 (30) 
~R~ /~=0 

was unabh/~ngig yon  ~ ist. Beim H2-Molekiil ist E 2 n/iherungswcise bekannt  und 
betr/~gt ungcf/ihr 3,8. Aus (30) erh/ilt man  1,903, so dab in diesem Fall das Vor- 
zeichen und auch die Gr5Bcnordnung richtig erhalten wird. ~'1 kSnnte so be- 
s t immt  werden, dab die aus Streuexperimenten erhaltenen Potent ia lkurven 5~(R) 
durch (29) ffir kMne  R-Werte  m6glichst  gut  approximiert  werden. 

Eine andere MSglichkeit besteht  darin, den Abfall ffir groBe R m6glichst 
richtig zu erfassen, indem die ~1 und ~ entsprechend gew/ihlt werden. Wir  er- 
hal ten aus (22) die Entwicklung 

i 
~(R) = ~ ( ~ )  + -ff { - ~ ( ~ )  ~ + ~ + Z~ Z~} + 

t 
+ -~- { - #(c~ ) § #(oc  )u;~ - ~ ~ + E(0)} -~ . . . .  (3i) 

und sehen, dab gclten m u g  

Z~Zg + x~ -- # ( ~ ) ~  = el (32a) 

E(0) -- ~g~ - #(c~) + # ( ~ )  ~1 ~ = %, (32b) 

wenn wir ansetzen 

e,~ �9 (R>>I) (33) #(R) = g(oo) + ~ % ~ - ,  

G1. (32a) in (32b) eingesetz~ liefert 

[E(0) -- oz(c~)] A- ~'I(Z~Z~, - el) = e2 (32c) 

und  wir erkennen, dab wir bei bekannten  e I und % die Parameter  ~1 und ~ be- 
rechnen k6nnen. I tande l t  es sich um ein System, welches ffir R ~ c~ nicht  in 
Ionen  zerf/~llt, so m u g  el = e~ = 0 sein und wir crhalten 

, ~ ( ~ )  - E ( 0 )  

~ 1  - -  Z~ Z~ > 0 (33a) 

8(co)  [ # ( ~ )  - E(0)] 
x~ = Z~Z~ --  Z~Z~, < 0 .  (33b) 

Wir  ha t t en  in diesem Falle versucht,  die N/iherung besonders ffir R ~ I gut  anzu- 
setzen. Als KompromiB k6nnte  man  (28a) beibehalten und  erhielte damit  aus (32a) 

e 1 - Z ~  Z ~  . , 
~1 ~-- ~(0)-- ~ ~ )  , (~1 > 0, wenn e 1 = 0) (34a) 

some  aus (28a) mit  (34a) 

E(0) (e~ - g~ Z~) 
~1 = E(0) -- # ( ~ )  ; (zl < 0, wenn e 1 = 0) .  (34b) 

Bei allen diesen Rechnungen ist da rauf  zu achten, dab kein Minimum in der 
Potent ia lkurve auftr i t t .  

Wesentlich mehr  Bedingungen an 5 ~ und E kSnnen mit  dem Ansatz  (23) erf/illt 
werden. 
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Fiir kleine R erha]ten wir mit (27) die Gleichungen 

~3 = E3 + E2 x~ + E(0) u~ (35) 

# ( ~ )  = E4 + E~ ~ + E 2 z~ + E(0).  

Sind noch die E~ far k > 4 bekannt, was zur Zeit noch bei keinem System der 
Fall ist, so treten neben (35) noeh die Gleichungen 

k 
t ! t ? 

E k - j z j =  0 ;  [ ~ o = U 4 = l , E  o = E ( 0 ) , ~ j -  0 w e n n j > 4 ] .  (35a) 
j=o 

Ist R sehr groB gegen i, so ergeben sieh unter Verwendung der Entwicklung (33) 
die folgenden Beziehungen zwischen den ~ und z}. 

m = el - Z ~ Z .  + # ( ~ )  z'3 

z~ = e2 + (e~ - Z ~ Z . )  ~'3 + # ( ~ )  z'2 

~1 = e8 + e2~'a + (el -- Z x Z . )  ~ + #(c~) u'l (36) 

E(0) = ~ + e~ ~ + ~ ~ + (e~ - Z~ Z,)  ~'~ + # ( ~ ) .  

Die weiteren Beziehungen lauten 

M i n [ k , 4 ]  
! t e~_~ ~ - i  = 0; (~o = ~ = i ;  ~ = 0, wenn 1 < 0). (36a) 

i=o 

Die Forderungen (24) an (23) liefern, wenn wieder (26) eingefahrt wird 

~ + 2 ~ + 35~+ 4 ~ ( ~ )  ~ = ~ + ~  + 2 ~  + 

_, (Z~ Z~ ) Z~ Z .  
+ ~ a  \ Ro + 3 E o _ +  R-~- + Z ~ Z ~ R ~ + 4 E  oRo t (37a) 

E(O) + ~1 + ~ + ~a + s Ro ~ = Eo(l + ~i + ~ + ~ + R~) (37b) 
wobei 

Je  nachdem, ob eine Bindung vorliegt oder sich die beiden Atome abstoBen, 
kSnnen aus den Gleiehungen in (35), (36) und (37) die jeweiligen Beziehungen 
zwisehen den ~ und ~ herausgegriffen werden. Nach (23) kSnnen maximal sechs 
lineare Gleiehungen zwischen den Parametern auftreten. Ihre Auswahl wild aueh 
davon abh/~ngen, welche der Gr6Ben Ro, B, E(0), 8 ( ~ ) e m ( m  = 1,2,3. . . )  uncl 
E m ( m  = 2,3,4. . . )  bekannt Mind. 

ffir 

4. Beispiele fiir {2 ] 1}-, {2 [ 2}- und {2 [ 4}-Approximationen 

Ffir M = i, was sicher noch eine sehr grobe N/~herung sein wird, erh/flt man 

# ( R ) =  ~o + ~i # (~)  R + Z~Z~_~ (39) 
1 + ~'~ .R R 
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d io  G l e i c h u n g e n  

Zo = B + # ( o o )  - 2 Z ~ G  + (z~z~)~ (40a) 
Ro R~B 

Z~ Z~ 
z l  (40b)  

ie~B ' 

w e n n  v e r l a n g t  w i r d ,  d a ~  (24)  e r f i i l l t  s e i n  so lL  

I m  F a l l e  M = 2 e r g a b e n  s i e h  d i e  G1. (25a ) ,  (25e)  u n d  (26).  M a n  k a n n  a b e r  (22)  

n o c h  e r w e i t e r n ,  i n d e m  m a n  n o e h  e i n  u~ e i n f f i h r t  

# ( R )  = E(O) + ~ 1 R  + ~'2 #(co)  R 2 Z~Z~ 

t + ~ R + G R~ + - ~ - ,  (4~) 

w o b e i  f f i r  z~ = I (41) i n  (22)  f i b e r g e h t .  M i t  (41) e r h i i l t  m a n  d i e  d r e i  G l e i e h u n g e n  

, p Z~ Z #  
~41 #0 + ~2( 2 B R o  - -  Z a Z # )  --  g I Ro 

u'~ R o E  o q- ~'2 ( B R ~  - -  R o Z . Z ~  ) - ~ R o = E(O) --  E o (42)  

' ~ ( ~  ) ' z ~ z .  = o 

w e n n  m a n  (24)  u n d  e 1 ----- 0 i n  (32a )  f o r d e r t .  S e h l i e ~ l i e h  k a n n  m a n  m i ~  I t i l f e  d e s  

A n s a t z e s  (23) ,  w e n n  m a n  f i b e r  d i e  o b i g e n  F o r d e r u n g e n  h i n a u s ,  e n t w e d e r  e i n i g e  

e I = 0 s e t z t ,  o 4 e r  n o e h  (35)  v o r g e h t ,  w e n n  E 1 = 0 g e s e t z t  w i r d  ( w a s  i m m e r  g i l t ) ,  

d i e  A p p r o x i m a t i o n  v o r n e h m e n .  

I n  T a b .  5 u n d  6 s i n d  d i e  E r g e b n i s s e ,  w e n n  M = i ,  2 u n d  4 i s t ,  f f i r  d i e  b e i d e n  

M o l e k f i l e  H ~  ( o h n e  M --- 4)  u n d  H + z u s a m m e n g e s t e l l t  w o r d e n .  Z u m  w e i t e r e n  V e r -  

g l e i c h  i s t  n o c h  e i n  f r f i h e r e s  E r g e b n i s  m i t  M = 7 b e i m  l~I~ a u f g e n o m m e n  w o r d e n  [3],  

u m  d i e  f o r t s c h r e i t e n d e n  A g p r o x i m a t i o n e n  a u f z u z e i g e n .  

Tabel le  5. Approximationen beim H2* 

M = 1 2 4 (oo) 

R ~ Z ~ ~ [4] 

0,5 - 0,100 + 0,218 + 0,298 + 0,245 
i , 0  - 0,528 - 0,475 - 0,442 - 0,452 
1,5 - 0,591 - 0,585 - 0,579 - 0,580 
2,0 - 0,600 - 0,600 - 0,600 - 0,600 
2,5 - 0,596 - 0,596 - 0,592 - 0,593 
3,0 - 0,590 - 0,585 - 0,577 - 0,578 
4,0 - 0,577 - 0,567 - 0,520 - 0,546 

Tabel le  6. Approximationen beim It~ 

M = t 2 7 ( ~ )  

R ~ ~ ~ ~ [5] 

0,5 - 0,839 - 0,558 - 0,520 - -  
t , 0  - 1 , t54  - 1 , t33  - t , 124  - 1,124 
1,5 - 1,174 - t ,173  - 1 , t73  - 1 , i73  
2,0 - 1,161 - 1,150 - t , t 3 8  - 1 , t38  
2,5 - 1,145 - t ,123  - 1,092 - 1,094 
3,0 t , 130  - 1,100 - 1,049 - ~1,054 
4,0 - 1,106 - 1,070 - ~,OlO - 1,013 
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I n  Tab.  7 sehlieBlich s ind  die A p p r o x i m a t i o n e n  ffir He  + un4  t I e H  + fiir M -= 4 
aufgenommen worden.  D a  ffir He  + noch keino befr iedigende Vergle ichskurve vor-  
liegt,  i s t  m i t  dieser  hier  vorgelegten  die erste,  wenn aueh grebe,  Ni~herung vor-  
handen .  

T~belle 7. Approximationen ]iir Hell+ und 
He~ + 

tteH+ Heu + 
M = 4 (oo) 4 
R 07 s [6] 

0,5 
i,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
4,0 

- 2,010 
- 2,895 
- 2,950 
- 2,935 
- 2,921 
- 2,913 
- 2,907 

- 2,877 
- 2,949 
- 2,923 
- 2,902 
- 2,888 
- 2,879 

- 2,785 
- 4,666 
- 4,964 
- 5,014 
- 5,000 
- 4,975 
- 4,939 

5. E infache  51~iherungen fiir H mi t  M :  1 ,  f i i r  H + u n d  H e ,  H ,  I t  

Urn das  Pr inz ip  zu zeigen, s ind ffir M ~- I in (2) m i t  clef F o r m  ( l )  ( la )  die 
Sys teme  t t  + un4  He,  I-I, H behande l t  worden.  Die Ns  s ind noch ver-  
gleichweise grob,  doch werden sehon die wesent l iehs ten  Ziige der  Energ ienhyper -  
fl~ehen erfal~t. Mit  diesen Reehnungen  l iegen zum ers ten  Male ana ly t i sche  Dar-  
s te l lungen ffir d re ia tomige  Sys teme  vor,  die den  ganzen R a u m  der  A t o m a n l a g e n  
umfassen.  I n  einer  sp~teren Arbe i t  sollen d a n n  die Reehnungen  mi t  M 1 = M 2 

M a = M = 2 durehgeff ihr t  werden,  wie sie sehon in den  A b s c h n i t t e n  I und  2 
darge leg t  worden  sind. Das Pr inzipiel le  freil ich is t  sehon mi t  M = i zu erkennen,  
daher  sell  m i t  d iesem Beispiel  angefangen werden.  

I m  Fa l le  des H + gel ten  aus Symmef r i eg r i in4en  ffir die a~zm die folgenden Rela-  
$ionen 

OCklm ~-- OClkm ~-- OCkml ~ OCmllc. (43) 

Das  gleiche is t  aueh fiir cr m erffillt. Man  erh~l t  d a n n :  

= Or + al00(R1 + R 2 + R3) + c~llo(R 1R~ + R 1 R  3 + R 2R3) + ocll 1 R  1 R  2 R  8_~_ 

, , R i  R 2  R a  I + a~oo(R 1 + ~2 + R3) + vOile(R1 R2 + R1 R3 + R2 R3) + ani  
1 1 1 

+ + + (44) 

D a  nur  wenige P a r a m e t e r  vorl iegen,  kSnnen  hier  n icht  alle exis t ieronden Forde-  

rungen  an  [ e r f f i l l t  werden.  
Lassen  ~ ein H + nach  Unendl ich  gehen 

I-I + - ~  I t  2 + I t + ,  (45) 

so l~l~t sieh dieser ~ b e r g a n g  durch  R 1 ~ R 2 ~ c~ un4  R~ = R beschre iben un4  
(44) geht  f iber in  

6, ~ = 0~ii 0 + all I R -~ - - I  (44a) 
! ! 

CCno + eclnR _R 
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Daraus folgt einmal, da$ ~1o = t sein mu$, zum anderen wurden die Parameter  
so bestimmt, da$ ira H 2 

~R0)  = Vr + B 

g~c~) = #(c~) (46) 

d d ~  R e =  

erffillt ist. Man erh/~lt dann 

0/110  = - -  5 , 5 2 8  

t 
a11o = 1 , 0 0 0  

~111 = - -  2,925 
? 

~m  = + 2,925 . (47) 

Die iibrigen co, ~' warden am H + selbst bestimmt, indem die Gleiehungen 

~ A  L 

d~(R0) = oz(c~) + B 

~-~ = o (48)  
A 

d R l R o  

(Re) = ~ ( ~ )  + 

A 
yon ~ befriedigt werden. Dabei bedeuten B und B die Bildungsenergien der 
dreieckigen un4 gestreckten Form, mit den entsprechenden I t - t t -Abst~nden 
A 

R o und Re. 

Das Endergebnis lautet : 

= - 22,648 - 3,619 (R 1 +/~e +/~a) - 5,528(R1 Re + R1 B3 + R2 Ra) - 2,925 ~1 Re R3 + 
1 + t , 8 1 7 ( R  1 + R2 + Ra)  + (R1 Re + R1 R a  + Re R3) + 2 , 9 2 5  R 1 R  e Ra  

1 1 1 
+ ~ + ~ [ - f  R3 (49) 

Da die Hyperfl/~ehe punktweise sehon sehr genau bereehnet vorliegt [7], 
kann ein Vergleich yon (49) mit diesen Ergebnissen vorgenommen werden, wie 
in den Tab. 8 und 9 geschehen. 

Die N/~herungen sind noeh grob. Sie iibersteigen aber in den bier betraehteten 
Bereichen nieht die 12 % Fehlergrenze. Zu beaehten ist noeh, dal~ die 8-Werte aus 
einer angegebenen graphischen Darstellung [5] (ttShensehichtlinien) extra- und 
iaterpoliert werden muJ~ten. 

T ~ b e l l e  8 
Approximationen ]iir H a  + in 
Dreiecks]orm (gleichseitig) 

T a b e l l e  9 
Approximation/i~r H a  + in ge- 

streckter (symmetrischer) Form 

1 ,0  -- t , 2 8 4  -- 1 , t 7  1 ,0  -- 1 , t 9 4  -- 1 , t 7  
1 ,5  - 1 , 3 3 8  -- 1 ,33  1 ,5  -- 1 , 2 7 8  -- 1 , 2 8  
1 ,6  -- 1 , 3 4 0  - 1 , 3 4  1 , 5 4  - t , 2 8 0  -- t , 2 8  
2 ,0  -- 1 , 3 3 5  -- 1 , 3 3  2 , 0  - 1 , 2 8 8  -- 1 , 2 6  
3 ,0  -- 1 , 2 9 8  -- 1 , 2 3  3 ,0  - 1 , 2 6 1  -- 1 , 1 8  
4 , 0  -- 1 , 2 6 1  -- 1 ,13  4 , 0  -- 1 , 2 2 7  -- l , i 0  

A 
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gilt 

Beim System He, H, H mit den Abst/~nden 

H I~ H 

He 

(5o) 

' ' ' (51) ~klm -~ O~lkm tXklm = OClkm 

so da$ wir die Form 

j -~ aoo o + aloo(Ri + R~) + Cr i R a + al l  o R 1 R2 + Cr 1 Ra(R i +R2) + a i l  1 RiRzR a + W 
! 

' ( R ~ + R ~ ) +  ' R 3 +  ' + " R ~ ( R ~ +  R~) + % n R ~ R ~ t ~  I + (XlO 0 C%01 Or 1 -~,~ 0~101 

fiir M~ = M s = M8 = i erhalten. W ergibt sich zu 

(52) 

1 2 2 
W = ~ -4- ~ + R-~" (52a) 

Es existieren hier insgesamt vier Grenzf/~lle ira Sinne der Vorstellung der Atom- 

4 + - -  
r S + 2 a~o o R + a l l  oR R 

(53) 

Z = a~176176 + (o~1oo + aoo~) R + O~1o 1R~ + 3 .  
R ! t f 

I + (alo o + %o~) R + alo 1 Rs 

assoziationen, n/~mlich 

I. R 1 --> R s --~O<:~, R 3 = R j _  o~11o + ~ i l i R  -~ 

H e . . .  I-I s ~11 + ~X~ll R R 

2. R I - + R ~ - ~ , R  s = R  ~y= %o~+~mR+2 
H . . . H e  H a~ol + ~ u  R R 

3. R 3 ~ 0 ,  R x = R  s = R  ~ =  %00+2alooR+anoRa 
He-]~Ie 

und 

4. R s ~ 0 , R  I = R  8 = R  
Li - t t  

Die Erfiillung aller dieser Forderungen, soweit es mit den vorliegenden Para- 
metern mSglich ist, lieferte die Approximation 

= - 14,670 - 7,500 (R 1 + R~) - t0,754 R3 - 5,807 R 1 R2 - 5,904 Rs(R 1 + R2) - 3,123 RIR2R3 
1 +Rx + R ~ + I , 5 0 7 R a + R  1R~+R3(R 1+Re) +0,800R 1R~B 3 

+ w .  (54) 

Um graphische Darstellungen zu erhalten, kSnnen zwei lineare Anordnungen der 
drei Atomo diskutiert werden: 

R3 
1. R1, Rs, R3 = R1 + Rs r~ ~ H e - - ~ - - ~  

Ra 
2. R1, R3, R s = R~ + R 3 28 - ~ -  H ~ H " (55) 

In  den Abb. 2 und 3 sind die Ergebnisse qualitativ wiedergegeben worden. Auch 
hier sind nur grobo N/~herungen zu erwarten. Leider liegt in der Literatur keine 
zum Vergleich geeignete Reehnung vor. Es w/~re daher wiinschenswert, wenn 
Reehnungen mit ausreichencler Genauigkeit durehgefiihrt werden k6nnten. Be- 
sonders kSnnte in diesem Zusammenhang gekl~rt werden, ob das sieh in Abb. 2 
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,zl 21 

- -  ~z2 ..... 23 

Abb. 2 Abb. 3 

nach (54) ergebende schwache Min imum reell  ist, welches m a n  sich viel leicht  ~ls 
eine schwache l-I2-Bindung vors te l len  k6nnte ,  die clutch ein dazwischen l iegendes 

l i e - A t o m  gestSr t  ist. 
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