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Es werden die Approximationsformeln fiir den Fall von drei Atomen in quadratischer
Néherung angegeben und diskutiert. Im einzelnen wird der Berechnungsweg der Koeffizienten
aufgezeigt. Nachdem die in diesem Zusammenhang notwendigen Teilsysteme an einigen Bei-
spielen erldutert werden (H,, Hy, Hef, HeH*), wobei verschiedene Approximationsstufen
Verwertung finden, werden vorerst grobe Naherungen fiir die Energiehyperflichen der Systeme
H; und He, H, H in linearer Approximation angegeben. In Anbetracht der primitiven Néhe-
rung ist die Giite der Approximation zufriedenstellend.

For threeatomic systems the quadratic approximation formulas are discussed. A method
for estimating the coefficients is pointed out. Rough linear approximations for the energy
hypersurfaces of the systems HY and He, H, H are given. In this connection the necessary
partial systems (H,, H}, Hef, HeH*) are investigated, using approximations of different
degree. Taking into account the simple form of approximation the results are good.

Etablissement et discussion des formules d’approximation dans le cas de trois atomes &
l’approximation quadratique. La maniére de calculer les coefficients est indiquée. Aprés avoir
& titre d’exemples calculé dans ce contexte quelques systémes partiels nécessaires (H,, H,
He}, He HY), ce qui permet de trouver la validité de différentes approximations, nous don-
nerous les hypersurgaces dénergie des systémes H} et He, H, H dans une approximation
linéaire. Quoique 1'approximation soit primitive elle est satisfaisante.

1. Die Ausgangsgleichungen

Der Ansatz fiir die Energiehyperflichen von Systemen beliebiger Atom-
anzahlen, den wir im Teil IT [1] dieser Arbeit in Gl. (9) angegeben haben, nimmt
fiir drei Atome (N = 3) die folgende Form an

ZaZb_{_Zch ZyZ.

= F =
(/’@ + Rab Rac + _Rbc E+ W (1)
wobei
M: M2 Ms
> omm BE, BL, By
k=0 _[=0 m=0 . r )
E= S m A {ocgp0 = 1) - (1a)
Z z Z o‘klm -R:zb Rac -Rbc
£=0 =0 m=0
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In der Bezeichnungsweise des Teils IT ist

a
.Rab = ‘Rl
R.c =R, Rz & (1b)
Ry = R3 ¢ % b

dementsprechend sind die M;(j = 1,2,3) zu verstehen. Diese konnen an sich
beliebig gewéhlt sein. In der Regel wird man

M =My=M;=M (2)
setzen, wenn kein Bindungsabstand bevorzugt werden soll. Wir wollen hier zur
Diskussion M = 2 setzen und haben damit 53 Parameter in (1a) frei, die wir durch
Forderungen an K und & bestimmen kénnen. Dies diirfte fiir praktisch alle Falle
ausreichen, doch #dndern sich die mathematischen Probleme nicht, wenn M

groBer wird, oder die M; verschieden sind. Nach Teil I [2] existieven fiir N = 3
finf Atomassoziationen [K)

[abe], [a|b]c] (3a)
[a | bel, [c | ab], b | acl, (3b)

deren dazugehorige Energien wir mit &'(K) bezeichneten. Wie man leicht sieht,
liefert der Ubergang zu den ersten beiden Atomassoziationen, die dem vereinigten
Atom und den getrennten Atomen entsprechen nach (1a) mit (2) die Zusammen-
héinge

dgop = Elabe) Y _ Slalb]o) - (4)
Kaza
Beziiglich der Assoziationen [A|u»] in (3b) kénnen wir unterscheiden, ob wir zu-
erst A gegen unendlich gehen, oder zuerst die beiden Atome y und » zusammen-
fallen lassen. In jedem Falle geht (1a) mit (2) in eine Form fiir N = 2 mit anderen
Parameter iiber. Wir wollen die sechs Mdglichkeiten angeben:

Koz + Koa1 Rbc + Kogg REC Zb Ze

E(Bye) = ;a4 —>co 5a

(Eoe) Oiggg + Oigay Rve + 0‘;22 B, e (5a)
+ Ro: + R, ZuZ:

E(Rao) = oo™ Yo 7 P oy T p oo (5b)
Kopy + Oigrg Lac + Gggy B, Bae
+ Rap + 5 B2 ZoZ

(Rap) = T2 T LB T 6 oo (5¢)

7 7 o)
Kooa + K99 Rav + Kaog Rab Rab

B(Ryo) = otgo0 + (o1 + oor) Bree + (0ao + dory + opz) Bie + (oay + copa) Bl + ctone By
¢ -
1+ (a0 + oge) Boe + (0ga0 + gay + Xgon) Bhe + (ggy + xgna) Bi + e Bi
By -0 (5d)
B(Ryo) = ooon + (%or0 + %100) Bao + (0310 + Cago + Ooze) Blo + (aro + 0tyng) Boy + Gtany B
ac/ — 7 ' 7 ’ ! 3 I
1+ (g0 + ag0) Bac + (0339 + o0 + Ogae) Bhe + (g + oyge) Bl + 50 B
Rye -0 (be)
4
E(Ryp) = %og0 + (ooy + 0t100) Rav + (0101 + %ag0 + os) By + (0aey + %100) By + 06005 Bay
ab) =
1+ (orgoy + Og00) Ruap + (g1 + gop + gon) Bl + (g + 0300) By + 00505 R

Rae —0. (5£)
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Dabei ist zu beachten, daB bei drei Atomen A, u,» im Ubergang R;, —0 die
beiden Abstdnde R;, und R,, gleich werden. Die Elektronenenergien nach (5d) bis
(6f) entsprechen den Systemen

c—(ab); a—i(bc); b—(ac) . (6)
Dagegen liegen in (5a) bis (5¢) die zweiatomigen Systeme
b—c; a—c; a—b (7)

vor, wobei wir in (6) und (7) nicht anzunehmen brauchen, daB es sich um Molekiile
handelt.

Wir haben uns also nur teilweise den Atomassoziationen in (3b) gendhert. Der
vollstindige Ubergang ist in (5a) bis (5¢) dadurch zu vollziehen, indem die iibrig-
bleibenden Kernabstinde in den jeweiligen Darstellungen nach Null gehen. In
(6d) bis (5f) miissen die Kernabsténde unendlich grof3 werden.

Bezeichnen wir die Néherung (1a) fiir die Gesamtenergie als eine {3 | M M, M}
Approximation (allgemein {N | M,...Mp}), so haben wir oben das Ergebnis er-
halten, da8 sich aus {3 | 222} die Darstellungen {2 | 2} und {2 | 4} ergeben, wenn
entweder durch Entfernen eines Atoms, oder durch Vereinigen von zwei Atomen
zu einem System von zwei Atomen iibergegengen wird.

Das hier zu demonstrierende Verfahren besteht darin, die Behandlung eines
Systems von drei Atomen a, b und ¢ auf die schon durchgefiihrten Berechnungen
von zweiatomigen Systemen zuriickzufithren. Entsprechend ist dann fir N > 3
zu verfahren, wobei durch die teilweisen Ubergfinge zu den Atomassoziationen
die dadurch entstehenden kleineren Gebilde durch Naherungen beschrieben werden
konnen, deren Maximalwerte M; grofler sind, als in der Darstellung des Ausgangs-
systems, welches dem wirklich vorliegenden entspricht. Diesem Ansteigen der
Parameter bei den Ubergéngen R;, — 0 kann allerdings notfalls entgegengetreten
werden, indem einige dieser Parameter Null gesetzt werden. Auch hier in unserem
Beispiel werden wir einige der & und «” in (1a) Null setzen. Sollen mehr Informa-
tionen iiber ein System zur Justierung der Parameter verwendet werden, so kann
dieses Nullsetzen jederzeit riickgéngig gemacht werden. An Parametern, die be-
stimmte Forderungen an & oder & erfiillen sollen, wird nach Fixierung der M; wohl
nie Mangel sein, in jedem Falle sind die Bedingungsgleichungen fiir die « und '
Linear, wortn wir den besonderen Vorteil des Ansatzes (1a) und seiner Verallgemeine-
rung vm Teil 11 sehen.

Wir nehmen also an, daB die Darstellungen fiir N = 2 schon behandelt sind.
Fiir die Beziehungen (5a) bis (5f) setzen wir

8@ |be) + ay Boe + 0y 8la|b] ) B, | ZoZe

E(Rps) =
(Rse) 1 + af Roe + a, R, + Tone (8a)
(b |ac) + by Ree + b, &a|b]c) B,  ZuZe
&(R, = ae
o) 15 B Buo 4 B, B2, + 5 (8b)
&(Rap) — &c|ab) + ¢, Bav + ¢y £(a | b c) RE, + ZuZn 50

1+ ¢y Rav + ¢, B2, Rap

&(abe) + uy Roe + uy RZ, + uy, RS, + u, &(c| ab) RS, " (Za + Zv) Z. (8d)
1+ u’L Rb” + u; 'Rge + ul’} R?c + Uy Rgc Rbc

g(Rbc) =
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&(abc) + vy Rac + vy B2, + v, B3, + vy &(a | be) RE, (Zo + Ze) Za

E(Rye) = 8e
(fac) To o Rt o B 0, B, o0 By T Ra (8)
&(abe) + w, Ray 4 wy RE, + w, RS, + w, £(b R Zo + Zo) Z
éa(Rab) — (“ C) w, - ab Wy § ab2 Wy ; ab3 Wy ( 4| a’c) ab + ( ) b . (Sf)
1+ wy Bay + w, By, + wy B, + wy By, Ray

Neben der Beziehung (4), die erfillt ist, haben wir weiter die folgenden Zusammen-
hénge

2 flalbe); 2 = &b lac); 2 — &(c | ab) (9)
an0 o2 o2
zwischen & und &’ und den Energien &(K). Im Einklang mit (8a) bis (8¢) setzen

wir dartiber hinaus

Is I !
Kagp = Ogpp = Ogea = 1 - (9a)

Um (8d) bis (8f) mit (5d) bis (5f) in Ubereinstimmung zu bringen, miissen wir
daher noch schreiben

14 ’ !
Xopa = Uy = 1 Oagg = ¥y = 1; Oiage = Wy = 1 (10)

sowie weiter

Kgro T Copr = Uy K10 + Goor = Uy
Boor T G100 = ¥ Oor + X100 = 3 (11a)
Ko1g + K100 = Wy o0 + G0 = W)
Otga0 - Xooa + K11 = U Xoz0 T Kooz + M1 = Up
Otagp + Kooz T KXio1 = Vs o200 + Kooz + o1 = U (11b)
oz + Xago T Ka1p = Wo 0‘:)20 + “éoo + K10 = W
Ogor T Kot = Us Ooz1 -+ Koz = Ug
Koo - K109 = V3 Oao1 + K102 = Vg (11c)
o1 T Gyap = W3 0‘;10 + 0‘120 = wj .

Ferner liefert der Vergleich von (5a) bis (5¢) mit (8a) bis (8c) die Gleichungen

Kool = Oy K12 = by K192 = €1 (12a)
7 . ¥ I — bl 7 -
Koo = O Xo12 = 0y Xiga = Cy
und
’
Oy = by = Cg = gy - (12b)

2. Die Auflésungen

In den Gl (11a) bis (14c) liegen mehr unbekannte « und &’ vor, als bekannte
GroBen uy, Us, . . ., wi. Da wir immer noch oy, 011, Kqa1, Kia1, Ky Und g1 SOWiE
&,11 und o744 frei haben, die wir noch durch andere Bedingungen festlegen kénnen,
diirfen wir einige der x und «' in (11a) bis (11¢) gleich Null setzen, um zu eindeutigen
Losungen zu gelangen. Wir tun dies, indem wir setzen

! ’ ’
Koy = Gaor = 0 Xoz1 = Ogz1 = 0; Koo = Goz0 = 0 (13)
’ . I O . 1 0
Ke1o = &1 = 0; G209 = Kg00 = U5 Xgoz = Kooz = Y -
Zur weiteren Vereinfachung schreiben wir noch
0(;22 =1. (120)
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Wir wollen aber dabei nochmals betonen, daB wir auf diese Weise durch (13)
und (12¢) auf 13 Forderungsmoglichkeiten an & oder E verzichtet haben, die wir
gegebenenfalls aber, wenn der Verlauf der Energie fiir sehr kleine und grofle
Kernabstinde bekannt sein sollte, mit Hilfe der Gl. (26, 30) im Teil II wieder
heranziehen kénnen. Vorerst aber benutzen wir (13) und (12¢) und erhalten, wenn
wir alle bisher gewonnenen Beziehungen zusammenfassen, die folgende Tab. 1 der
aund «':

Tabelle 1
k1 m Xrtm -
0 0 0 &(abe) 1
1 0 0 2wy v +wy) (—uf +o] +w)
o 1 0 S S Y R )
0o 0 1 F( uy + v —w) 3w +v - wy)
1 1 0 W, wy
1 0 1 Uy )
0o 1 1 Uy g
2 0 1 0 0
2 1 0 0 0
0o 1 2 Uy g
1 0 2 vy A
1 2 0 w, w)
0o 2 1 0 0
2 2 1 a, a
2 1 2 b b
1 2 2 o c
2 0 0 0 0
0o 2 0 0 0
0 0 2 0 0
2 2 2 &b o) 1
2 2 0 &(a | be) 1
2 0 2 &b | ac) 1
0o 2 2 &(c| ab) 1

Offen bleiben noch die « und &', die wir am Anfang dieses Abschnitts erwihn-
ten. Es sind acht Parameter, die noch frei sind. Liegt ein stabiles Molekiil vor, so
treten noch vier weitere Forderungen auf, die verlangen, dal das Molekiil fiir eine
bestimmte Kernkonstellation B, B und R (abgekiirzt mit R®) eine tiefste
Energie B+ & (a | b | ¢) annimmt [man vgl. (I, 10a)]. Wir haben also noch die
Forderungen

o8 o€

a.Rnb %R(O) =0 0 Rac ?R(O) :0

o&
’aﬁ?l%ﬁ(ﬂ) =0 SRO)=BL&@|b|o) (14)

und koénnen von den ibrigen 8 x- und «'-Parameter vier Null setzen. Wir tun das
auf folgende Weise:
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Tabelle 2
El o m Crim
2 1 1 0
1 1 2 0
1 2 1 0
1 1 1 0

und haben jetzt g1y, tq19, 0qr und ovyq; fred, die nach (14) bestimmt werden miis-
sen, wenn. ein Molekill der Struktur

(15)

vorliegt. Die Gl. (14) fithren zu

25211 + oy o+ 3112 + &111 =4
gy + 209y + Xqgpp + ¥y = B (16)
&211 =+ 3121 + 2&112 + Z"—111 =0

ayp + g+ Hpe Tt Fygy = U,
wobei wir die Abkiirzungen
- _ 0% PO} pOm, = 7 (0 PO} po)m
Xiim = X kim Rgzb) Ry Rgcm: %gim = Xgim By, By Ry (17)

eingefithrt haben. Aus (16) ergeben sich die Auflosungen leicht in der Form

ogy =4 —U; gy =4U — (4 -+ B+ 0)
%9 =B —U; (18)
vy =0—U.

Die Tab. 2 ist daher im Bindungsfalle zu erweitern wie in Tab. 3 angegeben:

Tabelle 3
k 11 M Kkim
2 1 1 4-U
RO* RY RY
1 2 1 E-U
RS RO* RO
c-U
1 1 2

RY R RY®
4U ~ (4 + B+ 0)
R® RO BY
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Die Grofien 4, B, C und U ergeben sich allgemein zu

Zazb —t 2.2 2 — 2,212, _
A= DR35S Bt B3 35 ki~ 33 S M (190
ZoZ: 2 2 2 2 2 2 2 2 2
B= = >33 Gam+Hy 323 Vogm — 33> 1o (19b)
B % Tm v T m T m
Zo 7.2 2 2 _, 2 2 2 2 2 2
0= @ 2O oumtEy 22> mo‘klm_‘ 22> mog, (19¢)
By ¥ 9w T T m T T m
2 2 2 — 2 2 2 _
U=Ey3 272 %um— 22> %m - {19d)
kI m kIl m

wobei die Striche an den Summenzeichen darauf hinweisen, daf3 die %17, X121,
%115 und =457 nicht in der Summe auftreten. Die Werte der anderen «y, und
%m werden den Tab. 1 und 2 entnommen. Es ist nach (1) und (14)

By = E(R®) = £RO) — WRO) = B+ &a|blc) — WHO). (20)

Eine Herleitung der Gleichungen fiir beliebige M; in (1a) 148t sich leicht durch-
fiihren. In diesem Falle treten dann auch andere Darstellungen in (5) [bzw. (8)]
und (9) auf. Entsprechend sind dann (10) bis (19) zu erweitern.

Sollte noch ein zweites Minimum der Energie vorliegen, so sind die &’ der
Tab. 2 heranzuziehen. Anstelle von (16) treten dann acht lineare Gleichungen in
den « und & auf.

Liegt dagegen iiberhaupt kein Minimum der Energie fir endliche Kern-
abstidnde vor, wie es bei den Reaktionen

a-+bcZzab+c
ct+abZac+ b (21)
b+ac=bc+a

der Fall sein kann, so kdnnen auch die den «’ in Tab. 2 entsprechenden « Null

gesetzt werden, wenn man nicht andere Forderungen (kleine oder groBle Rj,)
finden kann. Tab. 3 geht dann iber in:

Tabelle 4
k 14 m Kkim
2 1 1 0
1 2 1 0
1 1 2 0
1 1 1 0

3. Die Darstellungen {2 | 2} und {2 | 4}
Wir wollen jetzt die Approximation (8) ndher betrachten. Dazu gehen wir von
den allgemeinen Darstellungen aus
EQ) + % R+ &(o) B %7,
1+, B+ R? R
(Rlﬂ = R)

&(R) = (22)
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B(O) + #, B + 2y B? + 13 BS -+ &(0) Bt 7,37,
1+ #y B + %y B2 + 25 R® + R* B’

E(R) = (23)
wobei in den {2 | 2}-Darstellungen in (8a) bis (8c) fiir »; entweder a;, b; oder ¢; zu
setzen ist. Fiir die {2 | 4}-Approximation gilt #; gleich w;, v; oder w;. Die Energien
der Atomassoziationen in (8) werden hier durch E(0) oder &(co) ersetzt. Schlie3-
lich stellt R den jeweiligen Kernabstand dar; der Gleichgewichtsabstand sei R,

Liegt eine Bindung vor, so kénnen die %, und x; in (22) so bestimmt werden,
daB gilt

o0&
7 n, = E(Ry) = B + &(c0) . (24)
Wir erhalten daraus
E(0) BE, By | EyE, - E(0)
s, = B R, — — B(co) Ry — + 25a
1 00 -Ro ( 0 Z}, Z,u Zz Zﬂ ( )
2 -
gL _ BR | E-EBO (25b)
B, %7, 77,
mit
Z, 7 Z,7Z
By = &(By) —~* = B+ 8(o0) =22 (26)
0 0

Lnergie

Abb.1

Stofien sich die beiden Atome fiir alle Kernabsténde ab, so konnte z. B. #, so
bestimmt werden, dafl die Elektronenenergie E fiir kleine B mit der richtigen
Potenz anfingt, denn es gilt

E(R) = E(0)+ E,R? + E R® 4. .. (R<l). (27)
Mit
oE
P | poo = 0 (28)
folgt aus (22)
wy = 4 B(0), (284)

so daB (22) jetzt die Form annimmt
BO) {4 + Rxi} + &() B2 L %2
1+, R+ R R

S(R) = (29)
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Bei bekanntem E, in (27) 1aBt sich allerdings #; nicht mehr festlegen, denn man
erhilt mit (28a)

17¢ = &(c0) — E(0)> 0, (30)

was unabhiingig von »; ist. Beim Hy-Molekiil ist E, ndherungsweise bekannt und
betragt ungefihr 3,8. Aus (30) erhilt man 1,903, so daB} in diesem Fall das Vor-
zeichen und auch die GréBenordnung richtig erhalten wird. »; konnte so be-
stimmt werden, dal} die aus Streuexperimenten erhaltenen Potentialkurven &(R)
durch (29) firr kleine R-Werte moglichst gut approximiert werden.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, den Abfall fiir grofe R mdglichst
richtig zu erfassen, indem die », und »; entsprechend gewihlt werden. Wir er-
halten aus (22) die Entwicklung

E(R) = 8(o0) + - {—E(00) s+ 1+ T 2, +

1 ’
—f—jz—{——ca“’(oo)—}—(o”(oo)%lz—mxl—{—E(O)}—[—..., (31)
und sehen, daBl gelten muB
ZZoy + 5, — E(coYty = ey (32a)
E(0) — sy9t; — E(o0) + E(c0) 21 = ey, (32h)
wenn wir ansetzen
E(B) = E(o0) + S 7 (R>1). (33)
ma1 B

Gl. (32a) in (32Db) eingesetzt liefert
[B(0) — &(c0)] + #1(ZaZy — €1) = €2 (32¢)

und wir erkennen, daB wir bei bekannten e, und e, die Parameter %; und s; be-
rechnen koénnen. Handelt es sich um ein System, welches fiir B —oco nicht in
Tonen zerfillt, so mufl e; = e; = 0 sein und wir erhalten

W &( o) — E(0)

17 ZZ,
v — &(o0) [6( ) - H(0)]
1 Z}.Zy

>0 (33a)

— 737, < 0. (33b)

Wir hatten in diesem Falle versucht, die Ndherung besonders fiir B > 1 gut anzu-
setzen. Als Kompromif kénnte man (28a) beibehalten und erhielte damit aus (32a)

, ey —ZaZy

= 0= £(ee] (%, > 0, wenn ¢, = 0) (34a)

sowie aus {28a) mit (34a)

_BO) (e~ ZaZ)

H, = ——m— 5 (%1 < 0, wenn, ey = 0) . (34:b)

Bei allen diesen Rechnungen ist darauf zu achten, da8 kein Minimum in der
Potentialkurve auftritt.

Wesentlich mehr Bedingungen an & und £ kénnen mit dem Ansatz (23) erfiillt
werden.
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Fiir kleine R erhalten wir mit (27) die Gleichungen

%y = B(0) 2y
o = Hy -+ E(0) 2y
sy = By -+ Byny + H(0) % (35)

(o) = By + Eyny + Eyuy - B(O) .

Sind noch die Ej fiir & > 4 bekannt, was zur Zeit noch bei keinem System der
Fall ist, so treten neben (35) noch die Gleichungen

k
> Epyu;=0; (g = #y = 1, By = E(0), %; = 0 wenn j > 4] . (35a)
i=0
Ist R sehr grol gegen 1, so ergeben sich unter Verwendung der Entwicklung (33)
die folgenden Bezichungen zwischen den »; und #; .
2y = ey — Zp Ly + &(c0) uy
%y = e+ (e1 — Z3 Z,) ny + E(c0) 2y .
21 = g+ ey #g + (61 — ZaZ,) #y - E(00) 3, (36)
E(0) = es + ey 25 + ea g + (61 — Z1Z,) %1 + E(00) .
Die weiteren Beziehungen lauten
MinfkA)
S ep—jry—g=0; (g =124 =1;% = 0,wennl<0). (36a)
=0

Die Forderungen (24) an (23) liefern, wenn wieder (26) eingefithrt wird

_ - - , (712 Ay
%1+2%24—3%3—]—4@@(00)1%3:%1(%4—1?0)—I—x2<jR-—” +2Eo>—i—
(1] 0
— {222 V¥
+ % (Tof‘— +3E0> +~§” + 7,7, RE+ 4B, R} (37a)
E(0) + % + %y + %y + E(00) Ry = Bo(L + 7 + %3 + #s + RY) (37b)
wobei

x; = ijf) }—ﬂ; = A; Rf;. (38)

Je nachdem, ob eine Bindung vorliegt oder sich die beiden Atome abstofen,
kénnen aus den Gleichungen in (35), (36) und (37) die jeweiligen Beziehungen
zwischen den x; und 2 herausgegriffen werden. Nach (23) kénnen maximal sechs
lineare Gleichungen zwischen den Parametern auftreten. Ihre Auswahl wird auch
davon abhiéngen, welche der GroBen R,, B, H(0), &(co) epn(m = 1,2,3...) und
Ep(m = 2,34...) bekannt sind.

4. Beispiele fiir {2 | 1}-, {2 | 2}- und {2 | 4}-Approximationen

Fir M = 1, was sicher noch eine sehr grobe Néherung sein wird, erhédlt man
fiir

%y + 2%y () B + Z,%,

¢(R) = L+# R R

39)
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die Gleichungen

. . Zﬂ. Zy (Zl Z,u)2
#g = B+ &(o0) — 2 7 + B (40a)
P Z,7
" = — Rgé‘, (40b)

wenn verlangt wird, daf (24) erfiillt sein soll.
Im Falle M = 2 ergaben sich die Gl. (25a), (25¢) und (26). Man kann aber (22)
noch erweitern, indem man noch ein s, einfiihrt

_ E(0) + 9, B+ x, 6 c0) R? Z,Z,

R
o) 1+ %, R+, R  ’ (41)
wobei fiir 75 = 1 (41) in (22) iibergeht. Mit (41) erhilt man die drei Gleichungen
7 !’ Z Z
uy Eg + #9(2 BRy — Z;2,) — %, = — ; “
0

wy Rolly + 25 (BRG — BoZ,Z;) — oy By = E(0) — E, (42)
2, E(c0) — wy ZyZoy — 9y = 0,
wenn man (24) und ¢; = 0 in (32a) fordert. SchlieBlich kann man mit Hilfe des
Ansatzes (23), wenn man iiber die obigen Forderungen hinaus, entweder einige
e; = 0 setzt, oder noch (35) vorgeht, wenn E; = 0 gesetzt wird (was immer gilt),
die Approximation vornehmen.

In Tab. 5 und 6 sind die Ergebnisse, wenn M = 1, 2 und 4 ist, fiir die beiden
Molekiile H, (chne M = 4) und HF zusammengestellt worden. Zum weiteren Ver-
gleich ist noch ein fritheres Ergebnis mit M = 7 beim H, aufgenommen worden [3],
um die fortschreitenden Approximationen aufzuzeigen.

Tabelle 5. Approximationen beim Hy*

= 1 2 4 ()
R é & & &14]
0,5 — 0,100 + 0,218 + 0,298 + 0,245
1,0 - 0,528 — 0,475 - 0,442 - 0,452
1,5 — 0,591 - 0,585 - 0,579 — 0,580
2,0 - 0,600 — 0,600 — 0,600 - 0,600
25 0,596 — 0,596 - 0,592 ~ 0,593
30  —0,59 ~ 0,585 — 0,577 — 0,578
40 - 0,577 ~ 0,567 — 0,520 — 0,546

Tabelle 6. Approximationen beim H,

M- 1 2 7 ()
R & & é & 5]
0,5 0,839 - 0,558 ~ 0,520 —
1,0 - 1,154 — 1,133 ~ 1,124 — 1,124
1,5 - 1,174 ~ 1,173 ~ 1,173 — 1,173
20 1,161 - 1,150 - 1,138 ~ 1,138
2,5  —1,145 ~ 1,123 - 1,092 — 1,094
3,0 1,130 ~ 1,100 — 1,049 — 1,054

4,0 - 1,106 - 1,070 - 1,010 - 1,013
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In Tab. 7 schlieBlich sind die Approximationen fiir Hej und HeH* fir M = 4
aufgenommen worden. Da fiir Hej noch keine befriedigende Vergleichskurve vor-
liegt, ist mit dieser hier vorgelegten die erste, wenn auch grobe, Néherung vor-
handen.

Tabelle 7. Approximationen fir HeHt und

Hez+

HeH* Heq*
M= 4 () 4
R & &16] &
0,5 - 2,010 — ~ 2,785
1,0 - 2,895 ~ 2,877 — 4,666
1,5 - 2,950 ~ 2,949 — 4,964
2,0 —29%5 ~ 2,923 ~ 5,014
2,5 - 2,921 ~ 2,902 ~ 5,000
30 —2913 - 2,888 — 4,975
4,0 - 2,907 - 2,879 — 4,939

5. Einfache Niiherungen fiir & mit M= 1, tiir Hf und He, H, H

Um das Prinzip zu zeigen, sind fiir M = 1 in (2) mit der Form (1) (1a) die
Systeme Hj und He, H, H behandelt worden. Die Naherungen sind noch ver-
gleichweise grob, doch werden schon die wesentlichsten Ziige der Energienhyper-
flichen erfaBt. Mit diesen Rechnungen liegen zum ersten Male analytische Dar-
stellungen fiir dreiatomige Systeme vor, die den ganzen Raum der Atomanlagen
umfassen. In einer spéteren Arbeit sollen dann die Rechnungen mit M, = M,
= My = M = 2 durchgefithrt werden, wie sie schon in den Abschnitten 1 und 2
dargelegt worden sind. Das Prinzipielle freilich ist schon mit M = 1 zu erkennen,
daher soll mit diesem Beispiel angefangen werden.

Im Falle des Hi gelten aus Symmetriegriinden fiir die oy, die folgenden Rela-
tionen

Kklm = Kikm = Kgml = KXenlk - (43)

Das gleiche ist auch fiir o, erfillt. Man erhélt dann:

ogoo + oo By + By + Ry) + oo By By + By By + By By) + oyyy By By By

& —
1+ oqep( By + By + By) + afyo(By Ry + By By + Ry By) + o5y By Ry Ry

1 1 1
— 44
+R1+R2+R3 (44)

Da nur wenige Parameter vorliegen, kdnnen hier nicht alle existierenden Forde-

rungen an & exfiillt werden.
Lassen wir ein H*+ nach Unendlich gehen

Hy —H,+H*, (45)

so 1aBt sich dieser Ubergang durch R, — R, —oco und R, = R beschreiben und
(44) geht tber in
Oz0 + o B 1

—_— 44a,
oot Wk R (44a)

&=
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Daraus folgt einmal, daB oy, = 1 sein muB, zum anderen wurden die Parameter
80 bestimmt, dafl im H,

(By) = &(c0) + B

&(00) = &(o0) (46)
ié
7r|f=
erfiillt ist. Man erhélt dann
K110 = — 5,528 X111 = — 2,925
%710 = 1,000 o = + 2,925 . (47)
Die tibrigen «, &’ wurden am Hj selbst bestimmt, indem die Gleichungen
- A
E(Ry) = &(c0)+ B
dé
— 1, =0 (48)
d R| Ro

~ A -
von & befriedigt werden. Dabei bedeuten B und B die Bildungsenergien der
dreieckigen und gestreckten Form, mit den entsprechenden H-H-Absténden

A —
R, und R,
Das Endergebnis lautet:

— 22,648 — 3,619 (R, + B, + Ry) — 5,528(Ry Ry + By By + Ry Ry) — 2,925 R, R, R,

1+4,817(EB + By + Bg) + (By By + By By + By Rg) + 2,925 R, R, Ry +

& =

1 1 1
+ B + RTZ“I— o (49)

Da die Hyperfliche punktweise schon sehr genau berechnet vorliegt [7],
kann ein Vergleich von (49) mit diesen Ergebnissen vorgenommen werden, wie
in den Tab. 8 und 9 geschehen.

Die Niherungen sind noch grob. Sie iibersteigen aber in den hier betrachteten
Bereichen nicht die 129, Fehlergrenze. Zu beachten ist noch, daB die &-Werte aus
einer angegebenen graphischen Darstellung [6] (Hohenschichtlinien) extra- und

interpoliert werden mulBten.

Tabelle 8
Approxzimationen fir Hs* in
Dreiecksform (gleichseitig)

A

B & & 7]
1,0 - 1,284 — 147
1,5 1,338 1,33
1,6 — 1,340 - 1,34
20 —1,335 - 1,33
30 —1,208 - 1,23

4,0 - 1,261 - 1,43

Tabelle 9
Approxzimation fir Hs*in ge-
streckter (symmetrischer) Form

R & Fava
1,0  —1,194 - 1,17
1,5  —1,278 - 1,28
1,54 -~ 1,280 ~ 1,28
2,0 - 1,288 - 1,26
30 —1,261 - 1,18
40  —1,227 - 1,10
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Beim System He, H, H mit den Abstinden

RS
H H
AN Ve (50)
BN /R,
He
gilt
Xim = Kiem Xtm = Kgem (51)

so dafB wir die Form

gop + Ky00( By + Bp) + otogy By + 0y39 By By + 04ygy By( By + By) + oyyy BBy Ry

g = ’ !/ 7 ’ 4 + W
1+ oggg (By + By) + oy By + cyg 8y By + 0ggy By By + By) + 07yy By By By
(562)
fiir M; = M, = M, = 1 erhalten. W ergibt sich zu
1 2 2
V=% tmTm- (52a)

s existieren hier insgesamt vier Grenzfélle im Sinne der Vorstellung der Atom-
assoziationen, ndmlich

1. By -~ Ry »o0, By = R (0;: Oy + Ohapy B 1
He...H, oqutom B R
2. R, - R —o0, Ry = R ~ Oyor + Gy B 2 ‘
W.. HeH C= o TA E R (63)
3. R;—~0,R =Ry=R bg_o‘ooo‘*“z“moR“‘“uoRz 4
He-He L+ 2w B v og, B4R
und
4. Ry, -0, R, =Ry=R & — Sow + (000 + o) B + oin B2 3
Li-H 1 + (o0 + Ogor) B + oy B2 R

Die Erfillung aller dieser Forderungen, soweit es mit den vorliegenden Para-
metern moglich ist, lieferte die Approximation

— 14,670~ 7,500 (B, + R,)~10,754 Rs— 5,807 R, R,— 5,904 Ry(R, + B,) — 3,123 R, B,Rs
1+ By + By + 1,507 Ra + B, Ry + Ra(By + Ry) + 0,800 B, R, Ry
+W. (54)

&=

Um graphische Darstellungen zu erhalten, konnen zwei lineare Anordnungen der
drei Atome diskutiert werden:

R,
1. Ry, R,, R,=R,+ R "3 >
1 L 3 1 2 u 7 He Yo H
Re
2. Ry, Ry, R,= R, + R, i = . (55)
Ry Ry

In den Abb. 2 und 3 sind die Ergebnisse qualitativ wiedergegeben worden. Auch
hier sind nur grobe Néherungen zu erwarten. Leider liegt in der Literatur keine
zum Vergleich geeignete Rechnung vor. Es wire daher wiinschenswert, wenn
Rechnungen mit ausreichender Genauigkeit durchgefiihrt werden kiénnten. Be-
sonders konnte in diesem Zusammenhang geklirt werden, ob das sich in Abb. 2
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%% R

: \/

— £ Ry
Abb, 2 Abb. 3

nach (54) ergebende schwache Minimum reell ist, welches man sich vielleicht als
eine schwache H,-Bindung vorstellen konnte, die durch ein dazwischen liegendes
He-Atom gestort ist.
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